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1. Resolucion de triangulos

Resolver un triangulo es calcular los lados y angulos conociendo algunos de ellos y
usando las férmulas adecuadas

1.1 Triangulos rectangulos

a: hipotenusa ; b, c: catetos
Angulos: A=90° ; B+C=90°

., 7 2 2 2
Teorema de Pitagoras: a"=b"+c

Razones trigonometricas: (solo angulos agudos)

sen B= 5 cosB:C ; tgB=

senC = ; cosC= ; tgC=

Qla Q|c
S la OIS

a
b
a

Ejemplo 1. Un lado y un angulo:
5 B+C=90 > 60+C=90 » C=30°

_'= SenBzg - Sen60:% -> b:4sen60:40,866023,4641

Sk : b cosBzg > cosGO=§ > ¢=4-cos60=4-0,5=2
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Ejemplo 2. Un lado y un angulo:

B+C=90 » B=90—-C -» B=63°

C C 2,5
C=— = a= = 2 =5,5067
Sel! a e senC 0,4540

th:% - b=c'tgB=2,5-1,9626=4,9065

Ejemplo 3. Dos lados:

B

D\

a’=b’+c* » b°’=a’—c’=14,44—6,25=8,19
b°=8,19 » b=+8,19=2,8618

18 cm.

98 m.

|25 3 2
j\\x\\ cosB:% > B:arccos%Z(cos 1;’5):48,8605"
-\I_I B C ’
o B+C=90 » C=90—-B =» C=41,1395°
Ejercicios:

1. Resuelve un triangulo rectangulo sabiendo que un angulo mide 15° y la hipotenusa
2. Resuelve un tridngulo rectangulo sabiendo que un angulo mide 45° y un cateto

3. Resuelve un triangulo rectangulo en el que los catetos miden 7 m. y 62 cm.
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Ejercicios:

M |

5. Calcula el area de este cuadrilatero

4. En el siguiente triangulo: Calcula la altura, el area y el perimetro
N MN = 20 cm
MP = 32 cm
M = 52°

83 m

1.2 Triangulos no rectangulos

» Teorema de los senos
En cualquier triangulo se cumple:

« Teorema del coseno:
En cualquier triangulo se cumple:

a _ b _

senA senB senC

2 2 2
a=b"+c"—2bccos A
2 2 2
b =a"+c"—2accosB

c°=a’+b°—2ab cosC
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Ejemplo 1: Resuelve un triangulo ABC en el que se conoce
: AB=63cm,B=42° A=283°

D

|III42§.. \"~_

A+B+C=180 » C=180—A—B=55°

Teorema de los senos:

63 a _ ¢ , ,_¢csenA  _63-sen83_ 76,34 cm
| '~ sen A senC senC sen55
.- b C c-senB
ke = - b= - b=051,46
N = £\ c senB senC senC S

Ejemplo 2: Resuelve un triangulo ABC en el que se conoce
a=4m,B=30%,b=3m

Teorema de los senos:

a _ b > SenA:a-senB -> senA=4.O’5
sen A senB b

=0,6667

A=arc sen0,6667 = 41,8103°
180—41,8103=138,1897°

T g 0 s 21081897
11,8103°

C b 5 C:b-senC

= >
senC senB sen B
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r /
3-sen108,1897 5¢=5,7002m 3 Ax
o sen 30 |
3-sen11,8103 5> c=1.2280m
sen 30 : i

\ 7
5 c B, C
Parece que hay dos soluciones posibles. Hay que—om SR

hacer una comprobacion: el orden de los angulos se
debe corresponder con el orden de los lados

Solucibn1:a=4:b=3;¢c=5,7;A=4181;B=30;C=108,19 Valida
Soluciéon2:a=4:b=3;c=12:A=138,19:B=30;C =11,81 Valida

Ejemplo 3: Resuelve un triangulo ABC en el que se conoce
a=4m,B=302,b=1,5m

Teorema de los senos: a __b  a=asenB o ,_405 —1,3333

sen A senB b 1,5

A=arc sen1,3333= Sin solucién
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Ejemplo 4: Resuelve un triangulo ABC en el que se conoce
a=4m,B=302,b=5m

Teorema de los senos: a b

senA senB

a-senB

- senA=

A=arc sen0,4 :{23’5782 i

-6,4218°

i b S C:b-senC 5
senC senB sen B
C:5-sen126,4218 5> c=8,0467m
sen 30

Se comprueba que el orden de los lados es igual al

- sen A=

180—23,5782=156,4218°

C:180_A_B:{126,4218°

4-0,5

=0,4

Imposible

orden de los angulos
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Ejemplo 5: Resuelve un triangulo ABC en el que se conoce
a=4m,C=30%,b=5m

Teorema del coseno:  ¢*=a’+b*’—2abcosC - ¢=2,5217m
b’+c°—a’
h 2bc
N A=arc cos0,6091=52,4776°
i B=180— A—C=97,5220°

a’=b’+c’—2bccosA > cosA= =0,6091

Si se hubiera usado el teorema de los senos para calcular los angulos se obtendrian dos
soluciones que parecen validas. Sin embargo, por el dibujo, es claro que solo hay una
solucion. Por tanto, cuando se pueda es mejor usar el teorema del coseno

Ejemplo 6: Resuelve un triangulo ABC en el que se conoce
a=4m,b=8,c=5m

b’+c*—d’
a’=b"+c°—2bccosA > cosA= T =0,9125

A=arccos0,9125=24,15°
Se hace de nuevo el teorema del coseno (mejor que el de los senos) para obtener B.

C se obtiene restando a 180°
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Ejercicios
1. Enun tridngulo ABC conocemos A = 68°, b=172m v a =183 m. Calculala

longitud del lado c. 154,18 m
2. En un tridngulo MNP conocemos M = 32°, N =43° y NP =47 m. Calcula
MP. 60,49 m
3. Estamos en A4, medimos el c
angulo bajo el que se ve el =l=
edificio (42°), nos alejamos 40 EE
m y volvemos a medir el an- oo
gulo (35°). ¢Cuil es la altura oo
del edificio v a qué distancia EE
nos encontramos de é]1? oo
Observa la ilustracion: E E
oo
oo 125,97 m.
oo 20 ¢ 0
oo 420 350 139,90 m
40 m B 179,90 m
4. Resuelve los siguientes triangulos:
a)a=12cm; b=16cm; ¢ =10 cm b)b=22cm; a=7 cm; C =40°
5.Halla el dngulo € yellado b en el tridngulo ABC en el que: A = 50°, C'=36°50'6"
a=23m, ¢c=18 m. b= 2998 m

6. Desde la puerta de mi casa, 4, veo el cine, C, que esti a 120 m, v el kios-

ko, K, que esta a 85 m, bajo un angulo CAK = 40°. +Qué distancia hay en-

tre el cine y el kiosko? a=77.44m
7. Un avion vuela entre dos ciudades, A y B, que distan 80 km. Las visuales des-

deelaviona A va B forman angulos de 29° y 43° con la horizontal, respecti-

vamente. ;A qué altura esta el avion? 27.8 km
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Ejercicios
8. Halla el lado del octégono inscrito v del octégono circunscrito en una cir-
cunferencia de radio 5 cm.

10. Calcula el area y las longitudes de los lados y
de la otra diagonal:

A —'p

11. En un rectangulo ABCD de lados 8 cm v 12 cm, se traza desde B una per-
pendicular a la diagonal AC, y desde D, otra perpendicular a la misma dia-
gonal. Sean M vy N los puntos donde esas perpendiculares cortan a la dia-

gonal. Halla la longitud del segmento MN.
A 12 cm

B

D

8 cm

/=382 cm
I'= 4,14 cm

99° 3' 1"
30° 56' 39"
O cm

4,7 cm

5,6 cm
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Ejercicios

11.Halla la altura del arbol QR de pie inaccesible y mas bajo que el punto de

observacion, con los datos de la figura.

12.Para hallar la distancia entre dos puntos inacce-
sibles 4 y B, fijamos dos puntos C y D tales
que CD =300 m, Calcula AB.

=

;‘1'.:____,'5
l‘ “\ ".‘-' I‘
250, L 320
-y o
D &0 46
300 m

7982 m
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2.1. Relaciones entre angulos asociados

1. Primer cuadrante

Angulos complementarios: ¢ y (90— )
entre ellos suman 90°

0:5

sen a:%:y ( positivo)

cos o= % =x (positivo)

tg a:% ( positivo)
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2. Segundo cuadrante

Angulos suplementarios: ¢« y (180—a)
entre ellos suman 180°

sen az%:y ( positivo)

COS 0{:%: X (negativo) Sen(180— O{) =seno
cos (180 —a)=—cos a

tg a=% (negativo) tg(180—a)=—tg a
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3. Tercer cuadrante )
Angulos opuestos por el vértice  « y (180+a)

0:5

1
1
1
1
1
1
1
i
i
i
1
1

= =

-

sena=2<=y (negativo)

1
cos a=>=x (negativo) sen(180+a)=—sena
1
cos(180+c)=—cos &
tg a:% ( positivo) tg(180+ca)=tg
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4. Cuarto cuadrante

sena=2<=y (negativo)

=x (positivo)

1
X
cos a=-—
1

tg a=§ (negativo)

Angulos opuestos: entre
ellos suman 0° (360°)

ay —a (360—a)
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Ejercicio
1. Utilizando estos datos: sen25°=0,423 , cos25°=0,906 , tg25°=0,466
Calcula cos65° , tg115° , sen205° , cos(—205°)

2.2. Formulas trigonomeétricas

sen o
0. Tangente tg o=
cos
1. Ecuacion fundamental sen“a + cos’a=1

2. Angulo suma  sen(a+p)=sena-cosf + cosa:senf3
cos(a+f)=cos a-cos B — sena-senf

Ejemplos
1. Utilizando estos datos: sen25°=0,423 , cos45°=0,707

Calcula: @) cos70° | cos70=cos(25+45)=cos 25 cos45—sen25-sen 45=(1)
Necesitamos algunos calculos para poder seguir:
cos 257 sen”25+cos°25=1 = cos25=0,906
send5?  sen“45+cos’45=1 = sen45=0,707

(1) cos 70=0,906-0,707 — 0,423 - 0,707 =0,342

b) tg50° " So_sen(25+25)_sen25-c0525+c0525-sen25_2-sen25-c0525_
g cos(25+25) cos25-cos25—sen25-sen25 cos’25—sen’25
_2 0,4223 ) 0,90% ~1,192
0,906"—0,423
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c) cos20° | cos20=cos(45+(—25))=cos 45 cos(—25)—sen 45-sen(—25)=
=cos45-cos25+sen45-sen25=...=0,94

2. Calcula:

a) sen(2a) sen(2a)=sen(a+a)=sena-cosa+cosa-sen a=2-sen o cos a

b) cos(2a)  cos(2 a)=cos(a+a)=cos a-cos a—sen a-sen a=cos’ a—sen’ a

c) tg(2a) sen(2a) _2-sena-cosa_

tg(2 ar)= =
cos(2a) cos’a—sen’a
(esto se puede simplificar si dividimos numerador y denominador por cos” ¢t)

2-senocosa 2-sena

2
COS™ _ cosa _ 2tga
_ 2 2= 2 2
cos a—sen a ,_sen « 1-tg" a
2 2
cos” a cos” a

En el ejemplo anterior hemos obtenido férmulas que son utiles para los proximos

ejercicios:

3. Angulo doble: sen(2a)=2- sen(x cosa

cos(2 ar)=cos” a—sen’ a
) Zth(
—tg° a

9(2
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3. Ecuaciones trigopnométricas
Ejemplo 1. Resolver la ecuacién cos(30+x)=sen x

Desarrollamos cos30-cos x—sen30-senx=senx

V3

1
——'COSX—_ - Senx=senx
2 2

Denominador J3-cos x—-senx=2sen x

Agrupamos V3 -cos x=3 senx

J3_senx
3 cosx

V3

—f
3 9

\/5 (0] (0]
Despejamos x x=arctg 3= 30°0210

Finalmente hay que comprobar que las dos soluciones sean validas.
Esta vez las dos son validas

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion sen2x=tg x

Sén x

Desarrollamos 2+Sen X CoS X =
. 3 COS X
Denominador 2-Sen X+ Cos- x=senx

Agrupamos 2-senx-cos’ x—senx=0
Factor comun senx-(2-cos’x—1)=0
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Separamos factores eresD 2
P (2cos”x—1)=0
(x=0° o 180°
Despejamos x x=45° o 315°
LX:135° o 225°

Finalmente hay que comprobar que las soluciones sean validas.

Esta vez las seis son validas

Senx—

COS X—

0

_|_

V2

Ejercicios

1.Calcula las razones trigonométricas de 55°, 125°, 145°, 215°, 235°, 305° y 325°

a partir de las razones trigonométricas de 35°:

sen 35° = 0,57; cos 35° = 0,82; tg 35° = 0,70

2 Averigua las razones trigonométricas de 358°, 156° y 342°, utilizando la calcu-
ladora solo para hallar razones trigonométricas de angulos comprendidos en-

tre 0° vy 90°,

3.Si sen12°=0,2 y sen 37° =0,6, halla cos 12°, 1g12°, cos37° y tg 37°. Calcula, a partir de ellas,

las razones trigonométricas de 49° y de 25°
4 .Demuestra esta igualdad:

cos(@a+b)+cos(a-b) 1
sen(a+b)+sen(a—b) tga

2senc—seno  1—cos O

5.Demuestra que: =
1 2senco+sen2o  1l+coso
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Ejercicios

6. Resuelve estas ecuaciones: 7. Resuelve.
a)2cos? i+ cosoi—1=0 a)dcos20+3cosa=1
b)2senlc-1=0 b) tg20. + 2 cos 0. = 0
C) Igztx—rgo::l]
d)2sen’ o +3coso =3 d) 2 sen o cos? 0. — 6send 0. =0

8. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:
a) sen (180° — o) = cos (270° — o) + cos 180°
b) sen (45° — o) + 2 sen 0. =0

9. Demuestra que sen 20— fg 0. cos 20 = fg O..

2 cos (45° + 0) cos (45° — o)

10. Simplifica la expresién cos 20

11. Hazlo ti. Resuelve estas ecuaciones:

a) sen> x — sen x cos* x=0

b) V3 senx + cos x =2
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https://www.geogebra.org/m/c3ydcf7k

cos(x)

f(x) = cos x |
L i e B .

228888 x
S

2300 [ 30° 60° 90y 120°150° 180° 210° 240° Z70° 300° 330° 360°

210 -0.87

660° 720° 7B0°\B840°

57 660° 720" Tmu"m- )

A =\ = T _— - matepaco.blogspot.com



http://matepaco.blogspot.com.es/
https://www.geogebra.org/m/c3ydcf7k

= | x| tglx)
5 | 0 0
4.5 [ 30 0.58
3: | 60 1.73
: | 90 ?
2 : } 120 -1.73
2 LB E 150 -0.58
1'? 180 0
210 0.58 - . s
.EL:-"E.E 60° | 120° AB0* 240°  300° 60" 240 L7 EJerCICIOS:
0.5 ? ' s .
= R Representa la funcion en el intervalo.
2 330 -0.58 Indica sus maximos, minimos y asintotas:
~2-5 | 360 0
3 / .’ a) y=—2-senx en [—180,180]
e | | b) y=cos(x—45) en [0,720]
-5
55 |J || c) y=tg(x/2) en [0,360]
-
*
; fix) = tg (-x)
|

. .. .~ T . R I R L I R IR~
10°-368°-300°-240°-1802-120% -60° 0 |, 60° 120* 180% 240° 300° 360 420° 4B0° 5408 600° 660° 720¢ 780° B40°

1T FE 1T R 17 1I-1%
- R TR S TR T

geogebra
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