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1. Ecuaciones de una recta

Para obtener una recta se necesita un punto de la recta P (y con él su vector
posicion: 5=0p )Y un vector paralelo a la recta v (vector director).

» Ecuacion vectorial: pypto genérico de la recta: X r: X=p+AV

Geogebr (
a J X=p,+Ahv,
« Ecuaciones paramétricas riiy=p,+hv,
\Z=p3+7xV3

* Ecuacion continua (realmente son tres). En las . X—p, Y—D, Z—Ds
ramétri ja A igual 3 = N
paramétricas se despeja A y se iguala v, v, v,
» Ecuacion general (implicita). Se multiplica en cruz dos veces en la ecuacion conti-
nua, se iguala a 0 y se forma un sistema de dos ecuaciones. (Hay que asegurarse
gue el sistema sea de rango 2). Se obtiene:
N A, x+B,y+C,z+D,=0

' A,x+B,y+C,z+D,=0

Para pasar de la ecuacion general a cualquiera de las
otras se resuelve el sistema.

Si a partir de la ecuacidon general solo buscamos el vector
director: ver Apartado 2.2.
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Ejemplo 1:

Obtener la ecuacion general de la recta que pasa por los puntos A(0,1,-1) y B(-3,2,-1)

p.|punto: A _ Ecuacién continua: r: —— = y—1_z+1
vector: AB=(-3,1,0) el 0
Ecuacién general: r:|X*t3y  —3=0
—3z—3=0
Ejemplo 2:

Obtener tres puntos de la recta r. Uno de ellos debe ser el punto de corte con el plano
OXZ \

po | X+3y—2—-3=0

—2x—3z—3=0

Resolvemos el sistema. Estudiamos los rangos, “de cabeza” para ver qué incognita
despejamos. En este caso z.

| _34+3A .,
=T,  Un punto lo tenemos en la ecuacion.
rei  9+5A e Para sacar otro punto damos un valor a A (p.ej. A=1).
= * Para el tercero hay que hacer y =0
k Z:>\.

Soluciones: A(-32, 32, 0), B(-3, 7/3, 1), C(6/5, 0, -9/5)
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2. Ecuaciones de un plano

Hay dos posibilidades para obtener las ecuaciones:

« Caso 1: A partir de un punto del plano y dos vectores paralelos al plano y L.I. (no
paralelos entre ellos) - 71 : (P, u, v)  Geogebra

» Caso 2: A partir de un punto del plano y un vector normal (perpendicular) al plano
=11 (’D ’ n) Geogebra

21.Caso1 —»/1:(P,u,v)
Ecuacion vectorial: Punto genérico del plano: X =m: x=p+Au+uv

/

E : S X=p;+hu+uv,
« Ecuaciones paramétricas I

P T y=pytAu,+uv,
» Ecuacion continua no hay Z=PpytAustuvy

Ecuacién general (implicita): Los vectores {PX, u, v} son coplanarios, por tanto
su rango es 2 y su determinante es 0

X—py Y—DP, Z—P;
u, u, u, (=0 Se desarrolla y se obtiene: Ax+By+Cz+D=0
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2.2.Caso2 —~[]1:(P,n)

Tenemos un punto P del plano y un vector n normal al plano. Si X es un punto genérico del plano,
los vectores PX'y nson perpendiculares, o sea, PX-n=0

(x=p,)-n,+(y=p,)-n,+(z—p,)-n,=0
Se desarrolla esto y se obtiene una ecuacion general  Ax+By+Cz+D=0

Se puede observar que A=n, ;B =n,; C =n,; O sea, que si se mira al revés, cuando
tenemos una ecuacion general de un plano, el vector n = (A, B, C) es un vector
normal al plano.

Para pasar de la general a alguna de las anteriores se resuelve la ecuacion general:
p.ej.. z=A,y=u, xse despeja

Ejemplo. Hallar las ecuaciones del plano que pasa por los puntos A(0,1,0), B(3,3,3)
C(2,—-2,4)

- | punto: A
vector: AB=(3,2,3) AC=(2,—3,4) | B X=3h+2u
Ecuaciones parametricas m:{ y=1+2)\—3u
y x y—-1 z 2B
Ecuacion general: 3 2 3|=0 2 17x—6y—13z+6=0
2 -3 4

El vector n = (17, -6, —13) es perpendicular al plano. Esto es muy util para muchos ejercicios

matepaco.blogspot.com


http://matepaco.blogspot.com.es/

La ecuacion general de una recta es el sistema formado por dos planos (el sistema
debe serr(A) =r(A) = 2):

|A,x+B,y+C,z+D,=0 n,=(A,,B,,C,)

'|A,x+B,y+C,z+D,=0  ,=(A,,B,,C,)

Los vectores n, y n, son perpendiculares a cada plano. Como la recta esta contenida

en los dos planos, estos dos vectores son perpendiculares a la recta. Por tanto, su
producto vectorial es un vector director de la recta:

Vector director de r: V=m,X1n,  Geogebra

Ejemplo: Hallar la ecuacion de una recta que pase por el punto P(0,-3,2) y sea
paralela a la recta x+y—2z+3=0

—x—z+5=0

Tenemos el punto. Necesitamos el vector director. Como la recta buscada es paralela a r, nos
vale su mismo vector director. Para obtener su vector director, en vez de resolver el sistema de
r, es mejor el método del producto vectorial

m=(1,1,-1) ik
n,=(—-1,0,—1) axa=l1 1 —-1=(-1,2,1) s:Xx=(0,—3,2)+A(-1,2,1)
-1 0 -1
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I1,: A, x+B,y+C,z+D,=0
I1,:A,x+B,y+C,z+D,=0

Hay que estudiar las soluciones del sistema:
* r(A)=1;r(A)=2;n=3. Sistema incompatible: Paralelos disjuntos
* r(A)=1;r(A)=1;n=3.Sistema compatible indeterminado: Paralelos coincidentes

* r(A)=2;r(A)=2;n=3.Sistema compatible indeterminado: no paralelos, se cortan
en unarecta Geogebra

|
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3.2.1. Ecuaciones generales de la recta y del plano
|A x+B,y+C,z+D =0
|A,x+B,y+C,z+D,=0
IM:A;x+B, y+C,z+D,=0
Estudiamos las soluciones del sistema:

* M(A)=2;1(A)

3 ; n=3. Sistema incompatible: Paralelos disjuntos

contenlda en el plano

r(A)=3;r(A) =3;n=3. Sistema compatible determinado: se cortan en un punto

« r(A)=2;r(A) =2 ;n=3.Sistema compatible indeterminado: Paralelos, la recta esta
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3.2.2. Ecuacion vectorial de la recta y general del plano
r: X=p+Av
[1:Ax+By+Cz+D=0 ; 1n=(A,B,C)

Estudiamos si los vectores vy n son perpendiculares

«Si v4n — v-n=z0 : Se cortan en un punto
«Si vln - v-n=0 . paralelos
e SIPEI . paralelos disjuntos
e SiPeT] . la recta esta contenida en el plano
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3.2.3. Ecuaciones vectoriales para la recta y el plano
=p+AV

%
X=q+w,u,+u,u,

r.

JL-5
Estudiamos el rango de los vectores v, u;, U, , PQ (debemos tener en cuenta que r(u, , u,) = 2)
e Sir(v, u,, U,) = 3:se cortan en un punto
e Sir(v, u,, U,) =2 : paralelos

e Sir(v, u,, U,, PQ) = 3: paralelos disjuntos

e Sir(v, u,, U,, PQ) =2 : paralelos, la recta esta contenida en el plano

Geogebra

rang(V, i, ,u,)=3
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Ejemplo. Estudiar la posicion relativa entre la recta r, que pasa por el origen y el punto
P(2,3,4) , con el plano nt , que pasa los puntos A(1,1,1) , B(2,0,2) , C(2,5,4)

r,rpunto: P_»

|vector: OP=(2,3,4)
n,(punto: é» e
‘|vector: AB=(1,-1,1) AC=(1,4,3)

AP=(1,2,3)

Matriz de los vectores directores:
1 -11
A=|1 4 3
2 3 4

1
A=|1

2
1

-1 1
4 3
3 4
2 3

b/

; JAl=0 » r(A)=2
Recta y plano paralelos
Ampliamos con el vector AP :

-1 1
4 3
2 3

Recta y plano paralelos disjuntos

#0 > r(A)=3
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3.3.1. Ecuacion general de las dos rectas
A, x+B,y+C,z+D, =0 A;x+B,y+C,z+D,=0
A,x+B,y+C,z+D,=0 A,x+B,y+C,z+D, =0

1-

20

Estudiamos las soluciones del sistema de cuatro ecuaciones:
« Sir(A)=3 No paralelas

(
« r(A)=3;r(A)=4. Sistema incompatible: se cruzan
e r(A)=3;r(A)=3;n=3. Sistema comp. det.: secantes en un punto
e« Sir(A)=2 Paralelas
e r(A)=2;r(A)=3. Sistema incompatible: Paralelas disjuntas
e r(A)=2;r(A)=2;n=3. Sistema comp. indet.: Parelelas coincidentes
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3.3.2. Ecuacion vectorial de las dos rectas
=pthU; 1y X=Py+A,
Estudiamos el rango de los vectores u, , u, , P,P,
e Sir(u;, u) =2. Secantes o cruzadas
e Sir(u;, u,,P,P,) =3  Se cruzan
e Sir(uy,, u,,P,P,) =2  Secantes en un punto
e Sir(u;, u) =1. Paralelas
e Sir(u,, u,,P,P,) =2 Paralelas disjuntas
e Sir(u;, u,, P,P,) =1  Paralelas coincidentes

Geogebra

rang (i, i,)=
rang(P, P, P2,u1, i,)=2
P, u P, u

rang(if,,i,)=1
rang(P,P,,i,,u,)=1
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Se estudian los rangos del sistema de tres
ecuaciones. En los casos dudosos hay que hacerlo
despueés por parejas.

|
w

rang(A)=3 ; rang(A)

|
w
|
w

rang(A)=2 ; rang(A) rang(A)=2 ; rang(A)
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Y
\
\

rang(A)=1 ; rang(A)=2

\
\

rang(A)=1 ; rang(A)=2

\

rang(A)=1 ; rang(A)=1
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Calcular una recta s que pase por el punto Py que corte perpendicularmente a la
rectar.  p(0,1,—-1) r:(1,1,0)+r(2,1,—1)
« Hacemos un plano perpendicular a rque pase por P.
« Como el plano es perpendicular a r, su vector normal es n=(2,1,—1)
« La ecuacion general del planoes n:2x+y—z+D=0
« Como queremos que el plano contenga a P, podemos sustituir
Pex »2:-0+1+1+D=0 » D=-2 g
n:2x+y—z—2=0
« Hallamos el punto de cortede ry m: Q
e Punto genéricode r Q(1+2A,1+A,—A)
« Se sustituye Q en rry se obtiene el punto de corte

2(1420)+(1+A)—(=A)—2=0 = 7\:%1

» Larecta pedida, s, eslaqueune Py Q

punto: P 107
" 1 7, s:01,-1+a 3,10 =
vector . PQ ( ,— =, —) 3° 66 Este ejercicio, en el tema
6 6 siguiente, puede usarse para
calcular la distancia de un punto
Geogebra a una recta
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El mismo problema de antes puede hacerse de otra forma:
Calcular una recta s que pase por el punto Py que corte perpendicularmente a la
rectar.  p(0,1,—-1) r:(1,1,0)+A(2,1,—1)

 Punto genéricoder: Q(1+2A,1+A,—A)
 El vector PQ debe ser perpendicular a r:

—1 2 51
2,1,—1)-(1+2A,A,—A+1)= ; = e
(, b )( + b b + ) O ) }\’ 6 b/ Q(3,6,6)
» Larecta pedida, s, eslaqueune Py Q
punto: P

S: — ) 7

tor: PQ=(=,—=,=

vector: PQ (3, ’6)

s:(O,l,—1)+?\(%,—é,
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Calcular una recta s que pase por el punto Py que corte alasrectas r;y r, .
P(-2,0,—4) r,:(1,1,0)+1(2,1,—1)  r,:(0,1,—1)+u(0,1,—1)
» Primero hay que ver la posicion relativa entre las rectas. Claramente no son
paralelas.
Hacemos el determinante de orden tres para ver si son secantes o cruzadas

2 1 -1
0 1 —-1|#0 = r(i,,d,,Q,Q,)=3 rectascruzadas
-1 0 -1
* Hacemos un plano 7, que contienea Py ari:
X+2 y z+4
.|punto: P _ L
JC, . P — AN p— Y S — — —
o i = (2 PO = A S S USSRt =
3 1 4
* Hacemos un plano 1, que contiene a Py arz
.| punto: p x+2 y z+4
*"| vector: ,=(0,1,—1) PQ,=(2,1,3) (2) i _31 =5 ans s las gl

» Larecta pedida s es la interseccion de los dos planos  s: —5x+1ly+z—6=0
—2x+y+z=0

Geogebra
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El mismo problema de antes puede hacerse de otra forma:
Calcular una recta s que pase por el punto Py que corte alasrectas r,y r, .

P(—-2,0,—4) r;:(1,1,0)+A(2,1,—1)  r,:(0,1,—1)+u(0,1,—1)

punto: Q,(1,1,0)
vector: u;=(2,1,—1)

punto: Q,(0,1,—1)
vector: u,=(0,1,—1)

r,:

« Vector director de la recta pedida: v=(a,b,c)
. Los vectores v, u, y PQ, deben ser coplanarios

« Los vectores v, u,y PQ, deben ser coplanarios

aeb e a b el = [sa—11b—c=0
2 1 —-1=0 ; |0 1 -1/=0 e e i
3 1 4 2 1 3 \

« Se resuelve el sistema (comp. indet.) y se saca una solucion: v=(10,3,17)

» Larecta pedida sva a ser
punto: P

S: \
vector: Vv
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Calcular una recta s que corte perpendicularmente a lasrectas r,; y 1> .
r.:(1,1,0)+1(2,1,—-1)  r,:(0,1,—1)+u(0,1,—1)

» Primero hay que ver la posicion relativa entre las rectas. Son cruzadas (problema
anterior)

 Puntogenéricoder;yr,: Q,(1+2A,1+A,—A) ; Q,(0,1+u,—1—u)

punto: Q,(o Q,)
vector: Q,Q,=(—1-2h,u—h,—1—u+A)

 El vector Q,Q, debe ser perpendicularar;yar,:

» Larecta pedida sva a ser s:

_—1
0 ; 7\—2

u=-1

(2,1,—1)(=1=2A,u—A,—1—u+A\)
(0,1,—1)-(=1—2A,u—A,—1—u+i)=0

(

puntO: QI(O,%,1>
» Larecta pedida ses: s:

vector: Q,Q,=

“ Este ejercicio, en el tema

siguiente, puede usarse para
calcular la distancia entre dos
rectas cruzadas
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Ejercicios. (2008)
1. Dada la recta r definida por: xz—l = y;l-l = I 2
a) Halla la ecuacion del plano que pasa por el origen y contiene a r.

b) Halla la ecuacion del plano que pasa por el origen y es perpendicular ar.

2. Dados los puntos A(2,1,1) y B(0,0,1), halla los puntos C en el eje OX tales que el area del
triangulo de vértices A, By Ces 2.

3. Lospuntos A =(-2,3,1), B=(2,-1,3) y C =(0,1,—2) son vértices consecutivos del
paralelogramo ABCD.
a) Halla las coordenadas del vértice D.
b) Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por B y es paralela a la diagonal AC.
¢) Halla la ecuacion del plano que contiene a dicho paralelogramo.

2x+y—mz=2
4. Sealarectar dada por { yome y el plano = definido por x +my—z =1
X—y—zI=—m
a) ;Existe algan valor de m para el que  y r son paralelos?.
b) ;Para qué valor de m esta la recta contenida en el plano?.

¢) ;Cual es la posicion relativa de la recta y el plano cuando m=07?.

= 2x—7=23
5. Considera la recta r definida por y la recta s definida por e
3y+z=3 y=0
a) Estudia la posicion relativa de r y s.
b) Halla la ecuacion general de un plano que contiene a s y es paralelo a r.
x=1
6. Sea la recta r definida por ﬂ} y sean los planos n, de ecuacionx+ y+z=0,y =n,, de
xX—y=

ecuacion y+z=0. Halla la ecuacion de la recta contenida en el planon,, que es paralela al

plano m, y que corta a la recta r.
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Ejercicios. (2008)

7.

10.

11.

12.

. Dados los puntos A =(2,1,—1) y B=(-2,3,1) y la recta r definida por {

Se sabe que los planos de ecuaciones: x+2y+bz=1:2x+y+bz=0;3x+3y—2z=1 se

corfan en una recta r.
a) Calcula el valor de b.
b) Halla unas ecuaciones paramétricas de r.
—_— — — _1
royoe halla las

3x-2z=-5
coordenadas de un punto de la recta r que equidiste de los puntos A y B.

Se considera la recta r definida pormx=y=z+2(m=0), y la recta s definida por

x—4 Z
= — 1 e
s YT 72
a) Halla el valor de m para el que r y s son perpendiculares.

b) Deduce razonadamente si existe algin valor de m para el que r y s son paralelas.

Considera los puntos A =(2,0,1),B =(-1,1,2), C =(2,2,1) y D =(3,1,0).
a) Calcula la ecuacion del plano © que contiene a los puntos B,C y D.
b) Halla el punto simétrico de A respecto del plano 7.

x—z=—1
2y+z=3
a) Halla la ecuacion del plano n, que es paralelo a la recta s y que contiene a la recta r, dada

Sea la recta s dada por {

por x—1l=—y+2=z-3
b) Estudia la posicion relativa de la recta s y el plano =,, de ecuacion x+ y =23,y deduce la

distancia entre ambos.

Dados los puntos A =(1,1,0) , B=(1,1,2) y C =(1,-1,1).

a) Comprueba que no estan alineados y calcula el area del triangulo que determinan.

b) Halla la ecuacion del plano que contiene el punto A y es perpendicular a la recta
determinada por B y C.
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