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» Coordenadas, puntos y vectores. Vectores iguales. Geogebra
* Combinacion lineal.

Una combinacion lineal entre varios vectores v, v, v,,... €s cualquier
operacion del tipo: a,-v,+a, v,+a, v,+...

 Vectores linealmente dependientes
Uno de ellos puede ponerse como combinacion lineal de los demas
* Vectores linealmente independientes
No es posible poner uno de ellos como combinacion lineal de los demas
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Ejemplos.
u,=(1,-2,2) , 4,=(0,3,1) , u,=(2,—4,4) , U,=

. U,y u, son linealmente independientes
Comprobacion: [ 1=0

(—1,5,—1) , .=

i,=aiu, > (1,-22)=a(0,3,1) = |—2=3q = Imposible

\ 2=a

» U,y u,son linealmente dependientes
Comprobacion: u,=2-u,

» U, U,y u,son linealmente dependientes
Comprobacion: u,=—u,+u,

» U, , U,y u_son linealmente independientes
(

Comprobacion: u;=a-u,+b-u, |—1=a
0=—2a+3b
1=2a+b

- Imposible

(—1,0,1)
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1.1. Rangos, dependencia lineal y geometria

 Dos vectores: v,y v,

e r(v,,v,)=1 2 Lin. dep. 2 colineales (alineados, misma direccion)

e r(v,,v,)=2 2 Lin. ind. 2 coplanarios (distinta direccion , mismo plano)
« Tresvectores:v,,Vv,,V,

. 1r(v,,v,,v,)=1 2 Lin. dep. 2 colineales (alineados, misma direccion)

e r(v,,v,,v,)=2 2 Lin. dep. 2 coplanarios (mismo plano)

e r(v,,v,,v,)=3 2 Lin. ind. 2 no coplanarios (distintos planos)

e Cuatro vectores:
* rango <4 z Lin. dep.
* rango =4 : Imposible, solo tenemos tres coordenadas, matriz 4x3

1.2. Bases

Tres vectores linealmente independientes son una base (su rango es 3, no son
colineales ni coplanarios)

 Cualquier otro vector puede ponerse como combinacion lineal de la base
* La unica forma de conseguir el vector 0 es multiplicando la base por 0
* Base ortogonal: Los tres vectores de la base son perpendiculares entre si

* Base ortonormal: la base es ortogonal y los tres vectores de |la base son
unitarios (modulo 1)
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Ejemplo: Estudia la dependencia lineal de los vectores:
x=(4,-6,8) , y=(1,m,0) , Z=(3,—2,4)

Cuando sean L.D., busca una combinacion lineal de los dos ultimos para
obtener el primero

Estudiamos el rango de la matriz que forman los tres vectores

468 e Sim#1 - r(A)=3 —L. Ind. —Base
A={1 m 0 T . _
3 -2 4 *Sim=1 - (r(A) =2 - L. Dep. - Coplanarios
o\ 4=a+3b
Combinacion lineal %=ay+bZ > | 6—am—2b > b="? S

8=4b a5=¢
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vectores numero

e

i-v=[ul|-|v|]-cos (i, V)=u, v, +u, v,+u, v,

* Perpendicularidad:
« Sidos vectoresnosonQ: U-v=0=ulv

« Conseguir vectores perpendiculares: d=(x,y,z) =

* Médulo de un vector : b=y U+ i+

U *vi+u, v,+u, v,

« Angulo entre dos vectores : cos(i,V )=

al-v

 Conmutativa u-v=v-u
« Asociativa k-(t-v)=(k-u)-v=u-(k-Vv)
» Distributiva U-(V+w)=u-v+u-w
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Ejercicio: Dados los vectores ti=(1,-2,2) , v=(—2,3,5) , w=(3,0,m)
a) Calcula m para que uy wsean perpendiculares

b) Calcula en angulo entre uy v
c) Obtén tres vectores perpendiculares a v que no sean paralelos entre ellos

)
)

d) Halla un vector que sea perpendicular uy v
5

A G-w=0 ;3—O+2m=0' m:%§

. a=384°

A

b) a=cos(ii,V)= yoh VF—-
) a=(3,2,0) ; b=(5,0,2) ; ¢=(0,-5,3) f
X=16A

(1 22) (X,y)Z>:O . X_2y+ZZ:O .S C T - \ .
( 23,5) (X,y,Z):O ’ —2x+3y+5z=0 2T T\ yZ—:973\ )

(A=1) ; $=(16,9,1)

(Este dltimo apartado se hace mejor con el producto vectorial)
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vectores vector

El resultado es otro vector con las caracteristicas:

« Médulo: [ixV|=ldl|[V|-sen(i, )

* Direccion: perpendiculara uy v uxv.Llid ; UuxXv.lv
» Sentido: Regla de la mano derecha

il
-

=h
]
Il

* Coordenadas: uXv=|u, u, u,
Vi Vy V3

N
) T

-l

i j k a. b.

<

h

=%
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 Conmutativa: no se cumple UXv#vXd  uxv=—(vXi)

e Asociativas: k- (uxv)=(k- ) v=ux(k-V)
(UXV)Xw#UX(VXW)

e Distributiva UX(V+w)=UxXV+UXw

e UXU=0

» Area del paralelogramo: A=[ixV|<

Ejemplo: Calcular el area del triangulo formado por los puntos A(1,1,1),
B(2,0,2), C(0,5,-5)

Vectores: AB=(1,—-1,1) , AC=(-1,4,—6)

B _|ABXAC| V38 >
.r; A_— _— u
/ 2 2
I j k

ABXAC=|1 -1 1 |=(2,53)
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vecltores vector vector

[_)3V’VV]: Vv, V, V4

W, W, W,

* Volumen del paralelepipedo definido por 3 vectores:

* Volumen del tetraedro definido por 3 vectores:

https.//youtu.be/iC47ViAeHeg
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Ejemplo. Halla el volumen del tetraedro formado por los puntos A(7, 2, 3),

B(-1, 2, 3), C(1, -2, 3)y D(1, 2, -3) Geogebra

Vectores: AB=(—1,0,0) , AC=(0,—4,0) , AD=(0,0,—6)

1 0 ©

0 —4 0

,_|AB,AC,AD] _|0 0 6
- 6 \ 6

——

=4y’
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Ejercicios

1.

Considera los puntos A(-1,k,3),B(k +1,0,2),C(1,2,0) y D(2,0,1).

a) ;Existe algan valor de k£ para el que los vectores AB,BC y CD sean linealmente

dependientes?.
b) Calcula los valores de k para los que los puntos A, B, C y D forman un tetraedro de volumen

1.
El punto M(1,—1,0) es el centro de un paralelogramo y A(2,1,—1) y B(0,—2,3) son dos vértices
consecutivos del mismo.

b) Determina uno de los otros dos vértices y calcula el drea de dicho paralelogramo.
Se consideran los vectoresu = (k,1,1), y= (2,1,-2) ¥ W = (1,1,k), donde k es un niimero real.

a) Determina los valores de k para los que u, v y w son linealmente dependientes.
b) Determina los valores de k para los que u+v y v—w son ortogonales.
¢) Para k = —1, determina aquellos vectores que son ortogonales a y y w y tienen modulo 1.

Sean los puntos 4(0,0,1),B(1,0,—-1),C(0,1,-2) y D(1,2,0).

b) Demuestra que los cuatro puntos no son coplanarios.
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Ejercicios

7. Considera los puntos A(0,5,3), B(-1,4,3), C(1,2,1) y D(2,3,1).
a) Comprueba que los cuatro puntos son coplanarios y que ABCD es un rectangulo.
b) Calcula el area de dicho rectangulo.

-

8. Sean los vectoresu =(1,—1,3), v =(1,0,—1) y w = (A,1,0).

— —

a) Calcula los valores de A que hacen que u y w sean ortogonales.

- = -

b) Calcula los valores de A que hacen que u ,v y w sean linealmente independientes.

- = —

c) Para A =1 escribe el vector r =(3,0,2) como combinacion lineal de u ,v y w

9. Sean los vectores ;={1,—1,l}),:={0,1,2} y 1r_:'=[1+t:f,,Zn::L,2—3n::v;}. Halla los valores de a en

cada uno de los siguientes casos:
- = -

a) u ,v y w estan en el mismo plano.

- -

b) w es perpendiculara u y v .

- = — 1

¢) El volumen del tetraedro que tiene por aristas a los vectores u ,v y w es P

10. Sean los puntos A(0,1,1), B(2,1,3), C(-1,2,0) y D(2,1,m)
a) Calcula m para que A, B,CyD estén en un mismo plano.

¢) Calcula el area del triangulo A,B y C.
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