1. Limites en funciones elementales:
» Constantes
Polindbmicas
Racionales
 Intederminaciones (0-oo) ; (eo — o)
Radicales
Exponenciales y logaritmicas
» Trigonomeétricas.
2. Asintotas de una funcién.
3. Continuidad de una funcién.
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Ejemplo introductorio:

x2—25 x=0 5 x>+ x=>-5 ¢
geogebra lim f(x)=1 lim f(x):g
X?—o0 x5
1.1. Limites en funciones constantes
f(x)=k El resultado en cualquier limite es k
f(x)=—4 limf(x)=—4 ; limf(x)=—4 ; lim f(x)=—4 ;
x>0 x=2 X+t
1.2. Limites en funciones polindmicas
f(x): polinomio lim f(x)=f(a) ; lim f(x)=+0 o0 —o
f(x)=3x°—5x limf(x)=0 ; limf(x)=14 ; lim f(x)=+0 ; lim f(x)=—o
x>0 X2 X+ X>—o0
g(x)=3x-3x" limg(x)=0 ; lmg(x)=—6 ; limf(x)=— ; lim f(x)=—c
x>0 x=>2 X+ X —o0
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1.3. Limites en funciones racionales. Indeterminaciones

f(x)=% lim f(x) Se sustituye a en la fraccién. Puede salir:
X x=>a

> % - (No hay indeterminacion. Terminado)
> % - (%) = (Indeterminacién solo en el signo)

Hay que hacer limites laterales para decidir el signo
> % > (Indeterminacion)

Hay que simplificar la fraccion y volver a empezar

lim f(x):(i—i) - (Indeterminacion )

X=>*+

Se comparan los grados del numerador y del denominador. Puede salir:
= Sigr(p)>gr(q) ® o = FElsigno se calcula en cada ejercicio

<> Sigr(p)<gr(q) 2 O

a
> Sigr(p)=gr(q) @ — (se dividen los coeficientes principales de p y q)

a,
1 : 14
f(X):SXZ—SX hmf(x):7:7
X —X x->2

lim f(x)= %2 =+o - Hay que hacer limites laterales para decidir el signo

x>1
lim f(x)= =4 =+c0 ; limf(x)= =2 =—0o0
x>1" —0 x>1" +0
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lim f(x)= %) - Hay que simplificar la fraccion y volver a empezar
x>0

., , Ao x(3x*=5) 3x*-5
En la fraccién se saca factor comun y se simplifica: f (x): =

x(x— 1) x—1
=5

=+o0 = Hay que hacer limites laterales para decidir el signo
i A= s

xX>—2" —0

+0
i e

x>2

=400

; lim f(x)=

=00
x>-2"

- Hay que simplificar la fraccion y volver a empezar

En la fraccion se descompone el denominador (producto notable) y se simplifica:
f(X)_ Z_X . _(X_2> \ _1 .

C(x+2)(x=2) (x+2)(x=2) (x+2)
lim f(x)=(F2

X+

.o —1 -1
lim =
xX=>2 X+2 4

e ):O , porque el grado del numerador es menor.
o0

+ +

lim f(x):(m

X—>—

):O , porque el grado del numerador es menor.
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1.3.a. Limites en funciones racionales. Indeterminaciones (0:o0) , (o0 — o)

Si en un ejercicio tenemos una de estas indeterminaciones hay que hacer la operacion
gue las provoca para resolverlas

f(x)=(x—4):

1—x°

lim f (x)=—8

x=>0

: 2 . 2
hmf(x):O~—:O lim f(x)ZO-—:O
x=>2 _‘3 x>—2 __3

lim f (x)=—3:(%£0) = Hay que hacer limites laterales para decidir el signo
x=>1
2

lm £ (x)==3-( 2 }==3 (40} ==
limf(x):—3-(%):—3°(—w):+w
x>1" -

lim f(x)=—3-(x) = Hay que hacer limites laterales para decidir el signo

x>—1

lim f(x)=(+)-0 = Hay que hacer la operacién para resolver la indeterminacién

X2+
2 _2x°-8
1-x* 1-x°

=—2 ya que tenemos el mismo grado
en el numerador y denominador

—1

Hay que hacer lo mismo que el anterior

5/16

matepaco.blogspot.com


http://matepaco.blogspot.com.es/

(+e0)~ (40}

1imf(x):0—9:o
x>0 1
lxif;f(x):4—_%:12 glezf(x):4_%:§
limf(x):l—(% =1—(+w) = Hay que hacer limites laterales para decidir el signo
x=>1
: \_ g\ +_2 P L
lim £ (x)=1~(*2 =1 (o) =
[ il = (e = R

—(+00) = Ahora si hay indeterminacion. Hay que hacer la operacion

f(x):xz 2x° Xz(l—x)—2x2 :xz—x3—2x2_ —x’—x’

— 1—x 1—x 1—x

m) =+o00 ya que tenemos mas grado en el numerador
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1.4. Limites en funciones radicales.

f(x)=vx lim vx=7% lim vx=7%
f(x)=Vx’—1 lxi_r)rzlf(x):\@
lim f(x)=0 li_)rflf(x):ﬂ
Ii:;f(x)ZEI X
im f(x)=0 I f(x)=3
:l_i)moof(x):+oo xlirﬁof(x):+oo
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0

1.4.a. Limites en funciones radicales. Indeterminaciones (&) , (5)

Hay que hacer lo mismo que en las racionales: en el primer caso se comparan los
‘grados’, y en el segundo se simplifica la fraccion:

2 Al del mi ‘grado’
F)=YAX=16 | lim f(x)=(2%)=-2=-2  lim f(x)=(2)=+=2 " “ccavidenios
x—4 X3—oo 1 X+ 00 1 ‘coeficientes’
lim £ (x)=2*0 =0 lim f(x)=0 =
x>2" = x>-2" —6
lim f(x)= @ —=+o0 Hay que hacer limites laterales k
x>4 4
lim f(x)= V48 =—00 .
x=>4" _0 -12 -8 0 I"u 4 8 12 16
(a8 4
Ll Sy
_x—16 : - El ‘grado’ del
f(x)= =, lim f (x)=1 lim (x)=+00 <f‘i"€$%€?r§s/;i
lim f(x)= 0 Hay que simplificar 0
\ Foann //’ _ racionali | o’
cpodwio | 167 (x+4)(x—4) ¥ (x+4)Vx—4 TP w
— \ Jx—4 Vx—4 1 23
lim (X+4) x—4=8-0=0 -4 23§ a 8 12 16 20 24
x>4" -20 4
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1.4.b. Limites en funciones radicales. Indeterminaciones (0-) , (eo — )

En el primer caso se hace la operacion y se estudia después. En el segundo caso se
comparan los ‘grados’. Si es necesario hay que ‘racionalizar’.

1 li =
flj=g—x | %)= 2
oY lim f (x)=3 lim f(x)=+00-1=+00
x>1 x~>1"
1
lim f(x):+oo (—1):—00 lim Vx=1
x>—1 — T x>—1"
= lim f(x)=(0-+00) se hace la operacion 2 0 1 2
Flx)=— T Xmrmi e .
B — X=>—® 2_1 a7e0 1
g i (em= Loy (R
x>+ \/XZ—]_ el \{E //\\ 1 y1 // -2
x)=vx’—1 lim f (x)
=0
lim f (x)=v+0—-1=—1 lim f (x)=v—0—1=% a
x=>1" x>1 . : . . . : .
lim f(x)=v—-0—1=3 lim f(x)=v+0—(+1)=—1 05
x>—1" x>—1"
lim f(x) = (+oo — oo) S— T\ A\ ¢ 1
x—oo ,  gradol-grado2’ N
lim f(x)=(+0—00)=—o0 — |\

-2
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f(x)=vx’—1—x

lim f (x)=7

x=>0

lim f(x)=0—1=—1

x>1"

lim f(x)=3

x>—1"

lim f(x)=(+0—(—00))=+00

X=>—0o0

lim f(x)=(+oo—oo):

X2+

lim f (x)=2
x=>1
x>—1
~Los ‘grados’son
\/ iguales. Hay que )
~——_racionalizar

e -

-1 0 ]ﬁ—ﬁ-_r
-1

—

" Producto notable:

(—1-x)(¥—1¢x) "x—1—x*  —1  dierenciadocuacrados

VX —1+x

—1

=l

_Vx2—1+x_\/x2—1+x

lim

2 . +oo++o0 +0
X+ X2—1+X

lim f(x):%—(% :% _ () hay que hacer laterales
iy 1 1 9
lim f(x)= 3| = |= (5 ~(+e0) =
tim £ (x)=2 | A=t~ (2)=2 |
tm (x)=3- [ |=3 ~0=3 |
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1.5. Limites en funciones exponenciales y logaritmicas.

« Basea>1:

f(x)=a"

lim a*=1
x=0

lim a*=0
X=>—o00

lim a"=+

X+

lim e*=1
x=20

lim e*=0
X>—0

lim e* =+

X+

e Basea< 1
f(x)=a"

lim a* =1
x>0

lim a"=+w
X=>—00

lim a*=0

X+

lime "=1
x=>0

lim e =0
X>—©

lim e "=+

X+
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« Basea>1:

= lim log x=4 lim log x=—o0
f(x)—logax x>0~ B x=20" Ba
lim log, x=4 lim log, x=+o
f(x)=Inx lim Inx=4 lim In x=—c0
x>0 x=>0"
lim Inx=34 lim In x=+®
« Basea < 1
. lim log x=34 lim log x=+
f(x)=log, x e 8a L 8a
lim log, x=4 lim log, x=—o0
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) . —e' =e(x~ 7 i = _121 ~ i
F(x)=e” lxl_r)?f(x) e =e(=27) ;}Ellf(x) e e( 0,4) |
lim f (x)=e"*"
x=0 2
lim f(x)=e"*'=0 lim f(x):e<+°°):+oo_ﬁ
x>0 x>0" y : ; :
lim f(x)=e"'=0 lim f(x)=e"'=+o 1
f(x)=e* lim f (x)=e'=e(=~2,7) lim f(x)=e'(=2,7) 4
x>1 x>—1
lim f (x)=e’=1 2b
x>0
lim f(x)ze(+°°):+oo lim f(x):e(+°°):+oo
f(x)=In(1-x*) | limf(x)=ln0=1 o5
x>0 I
im f(=in(-0)=3 L f(x)=in(-m)=d
lim f (x)=In(+0)=—o0 lirgf(x)ZIH(—O)ZEI E_D.S
x~>1 x> "
lim f(x)=In(—0)=4 lim f(x)=In(+0)=—o0 15
x=>—1" x=>—1" 1™
J:—l.'_":l
2
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2. Asintotas

Las asintotas son rectas a las que una curva se acerca tanto como se quiera.

Pueden ser verticales, horizontales u oblicuas:
| |
I
|
|
}
|
|

X=a X=b |

2.1. Asintotas verticales: hay que buscarlas estudiando el dominio.

!

|

|

|

|

| d_"’
|-y = mx+n
|

|

|

|

|

|

Si es una funcion a trozos también hay que tener en cuenta los puntos de ruptura

lim f(x)=00

X=>da

2.2. Asintotas horizontales: hay que buscarlas en x — co.
lim f(x)=c

X=> 0

2.3. Asintotas oblicuas: hay que buscarlas en x - «. Se obtiene la ecuacion de una recta.

f(x) n=lim f(x)—mx

X

m=1lim
X=> 0 X
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Ejemplos: Buscar las asintotas de las siguientes funciones.

f(x)=—x*+4x Es polinébmica. No tiene asintotas

X

f(x)= Lo primero es estudiar el dominio

—x"+4x’=0 > x=0 L X=2EER =)

4 2
—X +4Xx

1. Asintotas verticales: las buscamos en 0, -2y +2

lim f(x)= %):hm 31 —|Ll==w > Asint. vert. x=0
x>0 x20 —X +4Xx 0

\ﬁ hay que ‘

simplificar
lim f(x)= ===l o Asint. vert. x = -2
X>—2 —16+16 0
lim f(x)= B S 8 Asint. vert. x =2
X2 _16+16 O
2. Asintotas horizontales: las buscamos en x — o

lim f(x)=(£2]=0 = Asint. hor.y = 0
lim f(x)==2)=0 - Asint. hor.y =0

3. Asintotas oblicuas: si hay horizontales, no hay oblicuas

Dom(f)=R—{-2,0, 2}
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3

o= Lo primero es estudiar el dominio
—Xx+4Xx 1
_X+4x2:O > x=0 , X:Z Dom(f):":\)—{(), %}
1. Asintotas verticales: las buscamos en 0y ¥
. 0 X 0 . ,
= = - =
1X1£r3 f(x)= 0) 1151 SR 0 Punto abierto en x = 0. No hay asintota
\ ha e
’( simél%léar 1
1/64 ) ,
lim f(x)= N Asint. vert. x = 4
x->Z

2. Asintotas horizontales: las buscamos en x — o

lim f(x)=[f2|=+0 - No hay asint. hor.
lim f(x)=(Fg|=-0 = No hay asint. hor.

3. Asintotas oblicuas: como no hay horizontales, puede haber oblicuas. Hay que usar las

formulas para ello ficha 14
A  nona 14\, ‘

X
2 3 3
f(X): —x+4x = X > m=lim f(X)—l 2X :l
X X _X2+4X3 x>+0 X x>+0 — X +4X 4
3 3 2 3 2 2
X X 4x+x —4x X X + o0
X)—mx=—————= = - n=lim = =0
f(x) —x+4x> 4 —4x*+16x° —4x*+16x° x>+0 —4 X +16 X 7=l3%)

Asint. oblicuay = 7ax + 0 Para —o seria igual.
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