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1. Angulos entre rectas y planos

1. Angulo entre dos rectas.

Usamos los dos vectores directores con el producto escalar y valor absoluto para
obtener un angulo agudo ¥, 7))
a. COSOo= _,1 f
Vil V)

2. Angulo entre una recta y un plano

Usamos el director de la recta y el normal al plano con el producto escalar y valor

absoluto para obtener un angulo agudo. Pero el angulo buscado es el d
complementario al asi obtenido K
V'V i
B: cosP= |_,1 f| ; a=90—f oF
2RIz :

3. Angulo entre dos planos

Usamos los vectores normales de cada plano con el producto escalar s
y valor absoluto para obtener un angulo agudo. El angulo entre los 4
vectores coincide con el angulo entre los planos

ol

I, 1) T

o: COSOL=7——
|”1|'|”2|
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2.1.1. Construyendo una recta perpendicular

Calcular la distancia del punto P(71,2,3)alplanorm:3x +2y +z—1 =0
» Buscamos una recta perpendicular a T que pase por P usando el vector normal del

plano: ( ) X:1+3)\.
-~ s Tiy=2+42A
_(32 1) 3

» Buscamos el punto de corte de esa recta con el plano, usando un punto genérico y
sustituyéndolo en el plano:

-9 —13 10 33
1+3A)+F2(242A A—1=0 : Ah=— :
3(14+30)+2(2+20)+(3+A)—1=0 ; A e Q 7 ,14,14)

e La distancia del punto al plano es el modulo del vector PQ:

— o]
d(P,g-[;):|PQ|:%u ,,1 //
Geogebra /

2.1.2. Usando una féormula
P(pl,Pz,Pg) . d(P,n):|AP1+sz+Cp3+D|

b

n:Ax+By+Cz+ D=0 JA2+B2+C2
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Depende de su posicion relativa:
2.2.1. Si son coincidentes o0 se cortan en una recta, la distancia es 0
2.2.2. Si son paralelos:

Se toma un punto cualquiera de un plano y se hace la distancia de ese punto al otro
plano

Depende de su posicion relativa:
2.3.1. Si la recta esta contenida en el plano o se cortan en un punto, la distancia es 0
2.3.2. Si son paralelos:

Se toma un punto cualquiera la recta y se hace la distancia de ese punto al plano
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2.4.1. Construyendo un plano perpendicular

Calcular la distancia del punto P(1,2,3) alarecta r: x = (1,0,0) + A(3,2,1)

» Buscamos una plano perpendicular a r que pase por P usando el vector director de

la recta como normal del plano: 7:3x+2y+z+D=0

» Como el plano pasa por P: Pen:3-1+2-2+3+D=0
m:3x+2y+z—10=0
» Buscamos el punto de corte del plano y la recta usando un punto genérico de r

;, D=-10

A(1+3N,20,0) ; m:3(1+30)+2(20)+(A)—10=0 ; x:% : A(%,l,%)
« La distancia de Pa res el médulo del vector PA
_1x_ V38
d(P,r)—IPA|_Tu Geogebra
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2.4.2. Gon un punto genérico de la recta:

Calcular la distancia del punto P(1,2,3) alarecta r: x = (1,0,0) + A(3,2,1)

« Buscamos directamente un punto A de la recta de forma que el vector PA sea
perpendicular a r. EI modulo de ese vector nos dara la distancia de P a r:

A(1+3%,20,0) > PALV > (30)-3+(2h—2)-2+(A—3)-1=0 - x:%

5 1 — /38
— = _) — e
A(2,1,2) d(P,r)=|PAl S u
2.4.3. Usando una formula
P , |IPQ X V|
s ’ d P,r — vy
@) - AEPE

Calcular la distancia del punto P(1,2,3) alarecta r: x = (1,0,0) + A(3,2,1)

T\t
P(1,2,3) Lt N\
- (0(10,0) . 7=(32.1)) g —22 —13 =(4,-9,6)

d(p 4%+ 9°+6% /38
’r_\/32 2,42 D u
+2°+1
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Depende de su posicion relativa:
2.5.1. Si son coincidentes o se cortan en un punto, la distancia es 0

2.5.2. Si son paralelas, se toma un punto cualquiera de una recta y se hace la
distancia de ese punto a la otra recta

2.5.3. Si son cruzadas.

2.5.3.1. Desarrollando el problema con un plano paralelo

Calcular la distancia entre las rectas r: x = (3,2,1) + A(3,2,1)y s: x = (0,0,1) + A(1,2,3)

« Buscamos un plano paralelo a r que contenga a s. Para ello usamos el punto de s
y los vectores directores de cada recta:

Interesa la ecuacion general: r:(P, 1)
s:(Q, V)
Q(0,0,1) x y z—1
T i=(3,2,1) 3 2 1 |=4x—8y+4z—4=0 ; n=x—-2y+z—1=0
v=(1,2,3) =R

e La dlstanc:|a buscada es la de un punto cualquiera de ral plano, por lo que hay que
seguir algun procedimiento anterior

V6

d(r,s):d(P,n):?u Geogebra
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2.5.3.2. Desarrollando el problema con dos puntos genéricos
Calcular la distancia entre las rectas r: x = (3,2,1) + A(3,2,1) y s: x = (0,0,1) + A(1,2,3)

 Buscamos un punto de cada recta, Ay B, de forma que el vector AB sea
perpendicular a ry a s : EIl modulo de ese vector nos dara la distanciade ra s:

A(3+3A,2+20,1+))
B(u,2u,1+3u) &

——

AB=(u—3A-3,2u—2A~2,3u—%)
Se hace la multiplicacion y se obtiene el sistema de ecuaciones:

AB

AB L AB-ii
AB-v

A =L >
ABlv

0 5
0

5 [10u—142=13 = AR
14u—10A=7 6 3
f
1 1 1
s el
1 2 A _
-> A= \_= - d(r,s)=d(A,B)=—u
B( > 3,0) (r,s)=d( )\/6 Geogebra
ag=(1,_1 1
6° 3°6

r:(P,u) . _I[PQ,u, V]|
e RO e
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Area del triangulo formado por tres puntos: A, B, C
Area = %M»B X AC|

Volumen del tetraedro formado por cuatro puntos: A,B,C,D

Volumen = é|[AB , AC , AD]
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